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Abstract

The aim of this work is to present the application of the
Poincaré equation in determination of the frequencies of
inertial modes arising from complex rotational dynamics
of the earth's outer core. From the application of recursive
techniques in spherical harmonics functions, frequency
values of low-grade retrograde modes were determined.
The results are consistent with theoretical and
experimental studies presents in the literature.

Introducao

Responsavel pela origem e manutencdo do campo
geomagnético, através da acdo do mecanismo do
dinamo terrestre, o nucleo externo da Terra é limitado
pelas camadas solidas representadas pelo manto e pelo
nucleo interno (Melchior 1986).

Dada a natureza da dindmica de fluidos em regime de
turbuléncia, diversos tipos de escoamentos podem ser
determinados a partir de modelos computacionais e da
observacéo sobre as caracteristicas de variacéo temporal
do campo de gravidade por meio da gravimetria de
supercondutividade (Melchior & Ducarme 1986).

Neste contexto, a presenca de ondas inerciais ocorre
como uma possibilidade concreta, influenciada pelos
efeitos de rotagcdo do planeta somados a possivel
estratificagdo composicional do ndcleo externo, causada
pela presenga de elementos leves e pelo regime termal
presente.

Um dos primeiros estudos sobre a dindmica de um fluido
incompressivel uniforme em recipiente com paredes
rigidas e sem a presencga de um corpo interno € atribuido
a Poincaré (1885). Este trabalho fundamental teve rapido
desenvolvimento, como posteriormente apresentado em
trabalhos de natureza tedrica (Greenspan 1969) quanto
experimental (Aldridge 1975).

Sendo assim, o0 objetivo deste trabalho é discutir a
natureza da denominada equacédo de Poincaré e sua
aplicacdo na determinagdo das frequéncias dos modos
inerciais ocorrentes no nlcleo externo terrstre.

A Equacdo de Poincaré

Adotando um sistema de coordenadas eulerianas em
rotacdo, a equacdo de movimento para um fluido
incompressivel contido numa cavidade esférica é escrita
como (Melchior 1986):
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Com base na condicdo newtoniana da viscosidade
dindmica para o fluido incompressivel em rotacdo, €
obtida a equacado de Navier-Stokes na forma

%+(6.V)V+2§X9=—VP‘VVX(VXV)

com V configurando a viscosidade cinematica. Na sua
forma adimensional, a mesma pode ser expressa como
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com Ro e E definindo os nlimeros adimensionais de
Rossby e Ekman.

Se a condicdo de pequenas perturbages em relacdo a
um estado de configuragcdo inicial do sistema for
assumida, o0s termos nao-lineares podem ser
negligenciados. Como consequéncias desta abordagem:
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I) possivel perda de ressonancia causada pelo termo
advectivo;

i) reversibilidade de fluxos secundarios associados as
camadas limite (inexisténcia dos termos quadraticos);

iii) dada a natureza algébrica das solucdes associdas
(exponencial), a possibilidade de expressdo das mesmas
por meio de harmdnicos esféricos.

Dada as caracteristicas do problema estudado por
Poincaré (1885), considera-se que o gradiente de
pressdo é suficiente para sustentar modos oscilatorios.
Sendo assim, é plausivel formular o problema apenas em
termos da presséo (Friedlander & Seiemann 1982).

Assumindo que o campo de velocidades € senoidal

'V-v=0], a equacdo (3) pode ser modificada na
denominada equagédo de Greenspan:

2
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Com base na hipotese de um fluido perfeitamente
incompressivel, obtemos
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Se as solugbes sdo do tipo P=Po P| ) temos
entdo a denominada equacéo de Poincaré
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Neste cenéario, pequenas perturbagcbes de uma
configuragdo de equilibrio podem se propagar ao longo
do fluido contido na cavidade na forma de ondas
inerciais, que sao controladas pela for¢a de Coriolis.

A equacéo de Poincaré adequa-se ao estudo deste tipo
de fendbmeno oscilatério no nlcleo externo terrestre, uma
vez que modos inerciais podem podem existir com uma
frequéncia menor que o dobro da frequéncia de rotagéo
do planeta.

Dada a natureza hiperbdlica da equagéo, é conhecida a
dificuldade e carater dubio das solucdes para este tipo de
problema. Nao é conhecida teoremas de unicidade para
estes casos (Stewartson & Roberts 1963, Aldridge 1972).
Porém, estudos de Aldridge (1975) demonstraram
experimentalmente que solu¢des existem em certas

condicdes discretas, configurando um problema
classico de autovalores e autovetores.

Solucgao analitica da equa¢ao de Poincaré

Aplicando um sistema de coordenadas cilindricas (6, z,
A) e a condicdo de linearizacao, é de interesse solucdes

do tipo p:p(p,z)exp(imA)exp(iwit), com m sendo
0 numero de onda azimutal. Assumindo a transformagédo

do sistema de coordenadas, a equagdo de Poincaré pode
ser escrita como (Melchior 1986):
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As solugdes neste caso representam oscilagdes inerciais
numa esfera. Admitindo m = 0 e com
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a equacédo de Poincaré torna-se
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e p = 0 nos limites.

Smylie (2013) apresentou um procedimento baseado em
relacBes de recorréncia na solu¢do da chamada equagéo
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secular, que possui vinculo direto com a equagdo de
Poincaré.

Como discutido pelo autor supracitado, a equagédo de
Poincaré pode ser expressa em termos da relacéo

ﬁﬂ+ﬂ+(l—L)ﬂ:
0X2 8Y: 6?0z w3

num sistema de coordenadas cartesianas, com o eixo z
associado ao eixo de rotagdo terrestre e contendo a
frequéncia de Coriolis o=0/2€.
Assim, por meio de um algoritmo computacional, é
possivel determinar o valor do periodo (ou frequéncia)
associado a cada modo de oscilagdo de grau n, nimero
azimutal m resolvendo-se
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sendo e a excentricidade da cavidade esferoidal em
guestdo (no caso, o nacleo externo).

Periodos de alguns modos inerciais fundamentais

Com base no algoritmo computacional apresentado por
Smylie (2013), foram determinados os periodos siderais e
as frequéncias de Coriolis de alguns modos inerciais
investigados experimentalmente (Figura 1) por Aldridge
et al. (1989).

Foram adotadas as densidades do moldelo de referéncia
PREM, assumindo um achatamento (flattening) de
1/392,470 para a regido do limite manto-nucleo (core-
mantle boundary — CMB)..

Os resultados sdo apresentados na tabela abaixo.

MODO Frequéncia de Coriolis = Periodo Sideral (h)
(n,m,k)

2,11 1,0000 12,0000
4,2,1 0,6171 19,4459
3,11 1,3501 8,8880
41,1 0,8546 14,0411

Os parametros calculados de cada modo estdo estdo
proximos aos determinados  experimentalmente por
Aldridge et al. (1989) e os valores numéricos e
experimentais apresentados por Greenspan (1968).

Modos Inerciais e a Fisica do Ntcleo Externo

As solugcbes da equagdo de Poincaré de fato tem
mostrado que fluidos confinados em cavidades esféricas
sdo capazes de gerar uma gama de modos oscilatorios
com periodos maiores que 12 horas siderais (Smylie
2013), na maioria dos casos.

E fato que a informacgdo sismoldgica combinada a
modelos termodinamicos e mineralégicos tedricos aponta
para uma situacdo de estratificacdo composicional do
nucleo externo, oriunda do processo de
resfriamento/cristalizag&o do nucleo interno.

Sob esta O6tica, € necessaria a introducdao de um
parametro que quantifique este fato e que seja passivel
de introdugdo numa possivel formulacdo de solucédo da
equacao de Poincaré. Assim, define-se a frequéncia de
Brunt-Vaisala N (Melchior 1986) por

dplr) _

2 —1
o g-lrlplr|k="(r)

(16)
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que ¢é determinada em fungdo da aceleragédo
gravitacional g, densidade p e incompressibilidade k.

2
. . - N (r)>0 e
Como é possivel verificar, se (r)>o0, a estratificacdo
é estavel (se uma particula do meio é deslocada, ela
tendem a retornar a sua posicdo original por meio de

2
I N~ (r)<0 e A,
oscilagbes. Com (r)<o, a estratificacdo é instavel
(se uma particula é deslocada, ela continua se afastando

- . . N*(r)=0,
de sua posicdo original. J& se a
estratificacdo é neutra (se uma particula € deslocada,
esta sera sua nova posicao).

Em termos fisicos, estratificacdes estaveis inibem
movimentos radiais, mas ndo modos toroidais. J&
estratificacdes instaveis, modos poloidais podem ocorrer,
sendo excitados por forcas de flutuabilidade.

Associando estas idéias a frequéncia de oscilagdo das
ondas presentes no ndcleo externo, temos duas
situacdes fundamentais:
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i) se ! as solucdes estdo associadas ao

aparecimento de ondas progressivas;

b

5

" w.> . ~ L
ii)se os disturbios séo estacionarios e tendem a
decair com o tempo.

Portanto, o conhecimento do perfil da frequéncia Brunt-
Véaisala é de fundamental importdncia para o
entendimento e determinacdo do aparecimento ou n&o
dos modos inerciais no nucleo terrestre.

Uma evolucdo natural deste estudo seria levar em
consideragdo as alteracdes na densidade do material
(decorrente da estratificacdo composicional) bem como
resolver a referida equagdo num contexto de
compressibilidade dos materiais.

Conclusoes

Neste trabalho foi apresentada uma técnica de
detrminacdo tedrica das frequéncias dos modos inerciais
presentes no nucleo externo, que sdo decorrentes da
interagcdo dos mecanismos de transporte de calor e
massa com a dindmica rotacional do planeta.

O conhecimento destes fendbmenos € de fundamental
importancia para o entendimento dos mecanismos e
processos de origem e evolucao do nicleo terrestre.

Outro aspecto interessante € a possibilidade de estudar o
efeito dos modos inerciais na rotagdo do planeta (Dehant
& Mathews 2015), visto que algumas solugBes
apresentam frequéncia préxima a frquéncia de rotacéo do
planeta. Assim, 0s processos de nutacdo podem ser
influenciados pela presenca das oscilag8es inerciais.

Agradecimentos

Ao Dr. Douglas Smylie (York University) pelas discussfes
sobre modos inerciais e a equacdo de Poincaré. Ao
Departamento de Ciéncias Naturais pela infraestrutura
computacional.

References

Aldridge, K.D., 1972, Axisymmetric inertial oscillations of
a fluid in a rotating spherical shell: Mathematika, Vol. 19,
pl163-168.

Aldridge, K.D., 1975, Inertial waves and the Earth's outer
core: Geophysical Journal of the Royal Astronomical
Society, Vol. 42, p337-345.

Aldridge, K.D., Lumb, L.l., Henderson, G.A., 1989, A
Poincaré model for the earth's fluid core: Geophysical and
Astrophysical Fluid Dynamics, Vol. 48, p5-23.

Dehant, V., Mathews, P.M., 2015, Precession, Natation
and Wobble of the Earth, Cambridge University Press,
Cambridge, UK.

Friedlander, S., Siegmann, W.L.., 1982, Internal waves
in a rotating stratified fluid in an arbitrary gravitational
field: Geophysical and Astrophysical Fluid Dynamics, Vol.
19, p267-291.

Greenspan, H.P., 1969, The Theory of Rotating Fluids.
Cambridge University Press, Cambridge, UK.

Melchior, P., 1986, The Physics of The Earth's Core,
Pergamon Press, Oxford, UK.

Melchior, P., Ducarme, B., 1986, Detection of inertial
gravity oscillations in the Earth's core with a
superconducting gravimeter at Brussels: Physics of the
Earth and Planetary Interiors, Vol. 42, p129-134.

Poincaré, H., 1885, Sur I'équilibre d'une masse fluide
animée d'un mouvement de rotation: Acta Mathematica,
Vol. 7, p259-380.

Smylie, D.E., 2013, Earth Dynamics — Deformations and
Oscillations of the Rotating Earth, Cambridge University
Press, Cambridge, UK.

Stewartson, K., Roberts, P.H., 1963, On the motion of a
liquid in a spheroidal cavity of a precessing rigid body:
Journal of Fluid Mechanics, Vol. 17, p1-20.

/”a\
."'llr -'"/ \\
[ [ O |
[ | | |
\ ,f’;l .f;l
U

211
(1.000)

il

\ —_ ,f

421 411
(0.612) (1.708)

Figura 1 — Representagdo esquematica de alguns modos
inerciais de oscilagdo observados experimentalmente. Os
indices (n,m,k) referem-se a identificagdo de cada modo
e 0 nimero entre parénteses a frequéncia de Coriolis.
Extraido de Aldridge et al. (1989).
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